Dossier documentaire

L1 – 2006
La conjecture de Syracuse

Informatique pratique

[image: image3.jpg]




La conjecture de Syracuse
3A.
Historique


3B.
Présentation du problème


4
Exemple


4C.
Vocabulaire introduit


4
Trajectoire/Vol


4
Temps de vol


5
Temps de vol en altitude


5
Altitude maximale


5
Facteur d’expansion


5
Vol de durée record


5
Vols de durée en altitude record


5D.
L’étude actuelle et les records


5
Des résultats en progrès


6
Quelques exemples & records


7E.
Méthodes de recherche


7F.
Conclusion


8G.
Bibliographie




A. Historique
La conjecture
 de Syracuse est également connue sous les noms de problème de Collatz, Kabutani, Ulam, etc. Les multiples noms de cette suite montrent la difficulté d'en retrouver l’origine exacte. Cependant il semblerait que la conjecture fût introduite par le mathématicien allemand Lothar Collatz vers 1937. Par la suite, Helmut Hasse, un ami de Lothar Collatz, de visite à l'université américaine de Syracuse dans les années 1950 proposa le problème aux universitaires. Celui-ci remporta un vif succès et la suite de Collatz, appelée aussi algorithme de Hasse prît alors le nom de suite de Syracuse. Entre-temps, le mathématicien polonais Stanislas Ulam répandît le problème dans l'université de Los Alamos dans laquelle il travaillait durant la seconde guerre mondiale. La suite devînt le problème d'Ulam. Dix années plus tard (en 1960), le problème fut repris par le mathématicien S. Kakutani qui le diffusa dans les universités de Yale et Chicago. Le problème prît alors le nom de problème de Kakutani.
Cette conjecture mobilisa tant les mathématiciens durant les années 1960, en pleine guerre froide, qu'une plaisanterie courut selon laquelle ce problème serait l'œuvre d'un complot soviétique pour ralentir la recherche américaine. Plus sérieusement, Paul Erdős
 dit à propos de la conjecture de Collatz : « les mathématiques ne sont pas encore prêtes pour de tels problèmes ». Il proposa une offre de 500 $ à quiconque lui donnerait une solution.
De nos jours, le nom du problème le plus souvent utilisé est celui de « problème 3x + 1 ».
B. Présentation du problème
Historiquement le problème « 3x + 1 » a été introduit sous forme de suite, nommée suite de Syracuse :
Un+1 = 
Algorithmiquement, celui-ci peut être énoncé de la manière suivante :

On prend un entier naturel
 :

- Si ce nombre est pair, on le divise par 2.

- Si ce nombre est impair, on prend le triple et on lui ajoute 1.

 

On obtient ainsi un nouvel entier naturel. Si celui-ci est différent de 1, alors recommence :

- Si ce nouveau nombre est pair, on le divise par 2.

- S'il est impair, on prend le triple et on lui ajoute 1.

 

On obtient encore un nouvel entier naturel; alors on recommence et ainsi de suite... 

La conjecture de Syracuse dit que, finalement, on obtient toujours 1.
· Exemple

On prend l’entier naturel 3 :


· 3 est impair, on prend le triple et on lui ajoute 1, on trouve 10.

· 10 est pair, on le divise par 2, on trouve 5.

· 5 est impair, on prend le triple et on lui ajoute 1, on trouve 16.
· 16 est pair, on prend la moitié, on trouve 8.

· 8 est pair, on le divise par 2, on trouve 4.

· 4 est pair, on prend la moitié, on trouve 2.

· 2 est pair, on le divise par 2, on trouve 1.

 

C'est fini, la conjecture est vérifiée avec 3 au départ.

C. Vocabulaire introduit
En travaillant sur le problème « 3x + 1 », les mathématiciens ont senti que certaines idées étaient récurrentes et ont introduit un vocabulaire adapté afin de décrire les phénomènes étudiés. Ceci a donné lieu à la création d'un vocabulaire très imagé comme le temps de vol, le temps de vol en altitude, l'altitude maximale, le facteur d'expansion, etc. afin d’introduire des lemmes
. En effet, si on arrive par exemple à démontrer que tout vol à une durée finie, alors on pourra affirmer la conjecture.
· Trajectoire/Vol
La trajectoire ou le vol sont les différentes valeurs prises par la suite de Syracuse pour un entier naturel n donné. Si on reprend l’exemple vu précédemment avec n=3 on trouve le vol suivant :
3(10(5(16(8(4(2(1
[image: image1.jpg]



Trajectoire de Syracuse de l’entier naturel 3
· Temps de vol
Mathématiquement c’est le plus petit indice n tel que Un=1. Concrètement il s’agit du nombre d’étape avant d’atterrir sur 1. C'est également le nombre d’entier que contient le vol d’un entier n moins un. Pour n=3 on trouve donc un temps de vol égal à 7.
· Temps de vol en altitude

Le temps de vol en altitude est défini comme le plus petit indice n tel que Un+1< n. Il s’agit de la durée entre le moment où le vol commence, et celui où il repasse sous sa valeur initiale. Pour n=3, le temps de vol en altitude est de 5.
· Altitude maximale

C’est le plus grand nombre obtenu lors du vol. Ainsi l’altitude maximale pour n=3 est 16.
· Facteur d’expansion
Le facteur d’expansion est l’altitude maximale divisée par l’entier de départ.
· Vol de durée record

On appelle vol de durée record, un vol dont tous les vols de numéro inférieurs sont plus courts. Le vol 7, dont la durée est 16, est un vol de durée record car les vols 1, 2, 3, 4, 5 et 6 ont des durées inférieures.

· Vols de durée en altitude record
Comme précédemment, un vol de durée en altitude record est un vol dont tous vols de numéro plus petits restent en altitude moins longtemps.
Riche de ce nouveau vocabulaire, le problème peut s’énoncer de multiples façons :

· Tout vol est de durée en altitude finie.

· Tout vol a un nombre fini d’étapes paires (respectivement impaires).

L’étude des particularités des phénomènes récurrents est donc motivée par l’espoir que la démonstration d’une propriété équivalente permettra peut être un jour de démontrer la conjecture.
D. L’étude actuelle et les records

· Des résultats en progrès
Des corrélations ont été cherchées entre le nombre n de départ et la durée de vol, ou le record d'altitude. On a ainsi observé que si les records d'altitude pouvaient être très élevés, la durée du vol était en comparaison plus modeste. Une observation sur les nombres déjà étudiés semble indiquer que l'altitude maximale est voisine de φ(n).n2 où φ(n) serait une fonction quasi-constante. Le temps de vol est plus erratique mais semble en général ne pas dépasser une fonction proportionnelle à ln(n).

Cependant ne pouvant prouver la conjecture, certaines personnes se sont lancées dans l’idée d’essayer de trouver un contre exemple. Pour cela, l’informatique est devenue indispensable. Seulement une machine très puissante exécutant un programme trivial obtiendra de moins bons résultats qu’une machine moins performante exécutant un programme recherché. 
C’est pourquoi des idées ont été mises en place afin de gagner du temps à la recherche d’un contre exemple. Pour cela il a fallut travailler sur la forme de n (nombre à étudier) afin de diminuer le nombre de cas à étudier.
Ainsi, pour établir que tout vol inférieur à n atterrit en 1, il n’est pas nécessaire de mener le calcul jusqu’à 1 : en effet on peut arrêter le vol dès qu’il passe en dessous de son point de départ X (dès que le temps de vol en altitude est atteint, car si avant X on a testé tous les vols de numéros inférieurs, on est alors certain que le vol X, une fois arrivé sous X, se poursuivra jusqu’à 1). On peut également arrêter le calcul dès qu’on trouve un nombre déjà atteint par un vol précédent.
En plus de cela des remarques mathématiques ont été faites : tout vol dont le numéro est de la forme n=4k+1 finit par passer en dessous de n. On calcule les étapes à partir de n (qui est impair) : on obtient 12k+4 (pair), 6k+2(pair), 3k+1 (pair ou impair mais plus petit que n).

Ainsi, dans la suite de tests systématiques, il est inutile de traiter les nombres de la forme 4k+1, ce qui fait gagner 25 % du temps de calcul. Comme il est aussi inutile de traiter ceux de la forme 4k ou 4k+2 (qui passent dès la première étape au dessous de leur point de départ), il ne reste plus qu’à essayer ceux de la forme 4k+3, soit une économie de calcul de 75 % par rapport à une méthode naïve consistant à tester tous les cas.
Ce type d’accélération des calculs peut être encore perfectionné. Le programme de E. Roosendaal (disponible à l’adresse suivante http://www.ericr.nl/wondrous/search.html) à qui l’on doit certains records, est fondé sur une étude des entiers mis sous la forme 65536k+i (65536 = 216), dont 1729 cas (soit 2,6 %) restent à être étudiés. Cette économie est associée, dans son programme, à d’autres idées arithmétiques, ainsi qu’à une méthode de traitement simultané de plusieurs vols à la fois. Le programme de T.Oliveira e Silvia améliore encore ces idées, ce qui lui permet d’être le détenteur actuel du record de vérification de la conjecture.
· Quelques exemples & records
A ce jour, la conjecture a été prouvée pour tout n < 260 ce qui est déjà bien lorsque que l’on sait que le nombre d’atome dans l’univers est de 1080.
Le record de l'altitude maximale est détenu par le vol de 1 980976 057694 848447 qui atteint la hauteur époustouflante de 64 024667 322193 133530 165877 294264 738020. (86ème et dernier nombre record découvert à ce jour par Tomás Oliveira e Silva).

Un site Internet mis à jour par Eric Roosendaal répertorie les derniers records en date. Disponible sur 
http://www.ericr.nl/wondrous/.
Le graphique suivant représente une évolution des 86 nombres records découverts en fonction de leur altitude (suivant les valeurs des puissances de 2) :
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Evolution de la découverte des nombres record
A l’occasion de ce dossier, une page Internet disponible à l’adresse http://syracuse.ouaibou.info, a été réalisée afin de pouvoir étudier et visualiser graphiquement le vol d’un entier naturel de la suite de Syracuse.

Voici quelques exemples de comportements de l’algorithme 3x+1 sur des entiers particuliers :

	Entier initial
	Durée
	Vol en altitude
	Altitude 
maximale
	Facteur d’expansion

	7
	16
	11
	52
	~ 7,43

	27
	111
	96
	9232
	~ 341,93

	32
	5
	1
	32
	1

	97
	118
	3
	9232
	~ 95,18

	703
	170
	132
	250504
	~ 356,34

	871
	178
	57
	190996
	~ 219,28

	100759293214567
	220
	57
	1240927843993000
	~ 123,16

	250+1
	332
	3
	3377699720527876
	3


E. Méthodes de recherche

Afin de trouver des d’informations sur la conjecture de Syracuse, j’ai commencé à effectuer des recherches par l’intermédiaire du site de la B.U de la faculté des sciences (http://www.unice.fr/BU/sciences/sciences.html). J’ai continué mes recherches sur des moteurs de recherche tels que google, msn search et exalead (moteur de recherche assez récent), qui je trouve sont les plus représentatifs à ce jour niveau résultats.
Les libellés de recherche ont été les suivants : « conjecture + Syracuse », « problème 3x+1 », puis au fur et à mesure que les recherches s’approfondissaient : « algorithme + Collatz », « Eric Roosendaal », …
Certains sites trouvés renfermaient eux même des liens intéressants sur le sujet.
F. Conclusion
A ce jour, il existe des arguments heuristiques et statistiques qui renforcent la conjecture : si nous considérons uniquement les nombres impairs de la suite générée par le processus de Collatz, alors nous pouvons arguer qu'en moyenne le prochain nombre impair vaudra environ 3/4 du précédent, ce qui suggère qu'ils diminueront pour atteindre 1.

Cependant d'autres chercheurs comme J. Conway
 penchent pour l'indécidabilité de la conjecture. Ils tentent de travailler en élargissant le champ d'étude à d'autres suites du même type (problème 5x+1 etc).
L’énoncé mathématique pourtant très simple de cette conjecture, montre à quel point les mathématiciens on encore du travail devant eux.
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Un / 2		Si Un est pair





3 Un + 1	Si Un est impair
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� En mathématique, on appelle conjecture, une règle qui n’a jamais été prouvée.


� Grand expert en conjectures du 20ème siècle.


� Nombre, entier et strictement positif.


� Un lemme est une affirmation qui fait partie de la démonstration d'un théorème plus grand.


� John Horton Conway (né le 26 décembre 1937 à Liverpool en Angleterre) est un mathématicien anglais extrêmement prolifique qui s'est penché sur les théories des groupes finis, des nœuds, des nombres, des jeux et du codage.
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